
4.5 晶体能带的对称性

晶体具有对称性，因而晶体中电子的运动状态也会具有对称性，所以

表述运动状态的本征能量和本征态也具有对称性，了解了这种对称性，

对于我们理解能带性质、简化要处理的问题会很有帮助。比如在计算

和绘制 k 空间的能带图时，就可以充分利用其对称性质简化计算。

晶体的对称性包括点对称操作和平移对称性，它们都会反映到本征能

量的对称性上。

晶体能带的对称性和晶格振动色散关系所具有的对称性相同，我们可

以参照理解。



一、平移对称性

Bloch定理一节中曾指出简约波矢 k 表示原胞之间电子波函数位相的

变化。如果 k 改变一个倒格矢量，它们所标志的原胞之间波函数位

相的变化是相同的，也就是说 k 和 k+Gh 是等价的。从这点出发我们

也可认为 En(k) 是 k 空间的周期函数，其周期等于倒格矢。简约波矢

的取值范围就是倒易空间的Wigner-Seitz原胞，即第一布里渊区内。

我们利用这种平移对称性可以将第二Brillouin区的每一块各自平移一

个倒格矢而与第一Brillouin区重合。同理，更高的Brillouin区也可通过

适当的平移与第一区重合，因此我们可以把注意力仅限制在第一区

内，它包含了晶体能带的所有必要信息。

应特别注意，这个表达式只是对同一能带才正确。
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En(k)函数的三种图象

在 k 空间中，电子能量 En(k) 函数有三种不同的表示方式，称为三
种布里渊区图象。这三种表示方法是等价的，可根据所考虑问题的方
便选择不同的表示方法。

若波矢量 k 在整个 k 空间中取值，这时每一个布里渊区中有一个能
带，第 n 个能带在第 n 个布里渊区中，这种表示法称为扩展的布里
渊区图象。

ⅠⅡ ⅡⅢ Ⅲ



若将波矢量 k 限制在简约区中，由于 k 和k+Gl所对应的平移算符本征
值相同，也就是说，k 和 k+Gl标志的原胞间电子波函数的位相变化相
同。在这个意义上，可以认为 k 和k+Gl是等价的。因此，可以将 k 限
制在简约区中。但是

由于电子的能量分为若干个
能带，如将所有能带都表示
在简约区中，那么，对于一
个简约波矢 k，就有若干个
分立的能量值与之对应。我
们用 n来区分不同的能带
En(k)。对于给定的能带 n，
En(k)是 k的连续函数。En(k)
的这种表示法称为简约布里
渊区图象。 ⅠⅡ Ⅱ ⅢⅢ



实际上，由于我们认为 k和 k+Gl 等价，因而， En(k)的简约布里渊区
图象中的第 n 个能带，实际上是由扩展布里渊区图象中从第 n个布里
渊区中平移一个倒格矢 Gl 而得来的。由于认为 k 和 k+Gl 等价，因而
可以认为 En(k)是 k空 间中以倒格矢Gl为周期的周期函数，即En(k)＝
En(k＋ Gl)。而简约布里渊区是倒易空间的原胞，以此原胞为重复单

元进行平移操作可以得到
整个 k 空间，这些单元
都是等价的。因此，对于
同一能带有： En(k)＝
En(k＋ Gl)。 En(k)的这
种表示法称为周期布里渊
区图象。





简约布里渊区扩展布里渊区
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 为晶体所属点群的任一点对称操作。该式表明能带与晶格

有相同的对称性。

二、晶格点群对称性

证明：设 nk(r)为晶体哈密顿量的本征函数，本征值为 En(k)：
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由于晶体在所属点群操作T(α)下保持不变。
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引入点群对称操作T(α)，对任意函数 f(r)有：
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坐标系
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首先证明，点群对称操作与Hamiltonian 对易
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因为 T(α)与H 对易，若 ψ是晶体薛定谔方程的解，则 Tψ也是方程的解，

并且与ψ有相同的能量本征值
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设 nk(r)为晶体哈密顿量的本征函数，本征值为 En(k)。

由于晶体在所属点群操作下保持不变，则点群操作作用于本征函数
的结果，
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即T(α)作用于Bloch波函数的结果是把简约布里渊区的k 点变换

到了αk点。即 -1k 和 k 所对应的能量本征值相等，即有：
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点群操作下，波函数的对称性
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即波函数在β对称操作下，只有周期函数部分发生变化。



例子: 简单立晶格的Γ点, k=(0,0,0)，α群和β群都是Oh群。
考察紧束缚近似下，s 带 和 p 带 在Γ 点的波函数。
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因为求和包含了所有的格点
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对称变化下：

由于s 轨道在任何点群对称操作下都是不变的，所以

     


m

ms

m

ms RrRr  1

即在点群所有操作下，s 带波函数变化到了自身，这种变化称为
Γ1 表象。
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p 带：

即在点群所有操作下，p 带波函数变化等效于 原子 p 轨道函数间
的变化。这个变化表现称为 Γ15表象。
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在晶体中电子运动的哈密顿算符

是实算符，即H*＝H。

如果 nk(r) 是方程的解，那么 *
nk(r) 也是方程的解，

且这两个解具有相同的能量本征值。即有
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三、时间反演对称性
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同时按照Bloch定理有：
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因此，*nk(r) 和n-k(r) 是相同的，因而nk(r) 和n-k(r) 能量简并：
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这个结论不依赖于晶体的点群对称性，不管晶体中是否有对称

中心，在 k 空间中 En(k) 总是有反演对称的。这实际上是时间反

演对称性的结果。

下面通过对具体对象的讨论来理解和应用能带的对称性



时间反演对称性
(Time reversal symmetry)
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时间反演对称性(Time reversal symmetry)
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k=0时，自旋向上和自旋向下能级简并。



空间反演对称性
(Inversion symmetry)
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不可约布里渊区 (Irreducible Brillouin-Zone)

利用 k 空间中 En(k) 具有与晶体点群完全相同的对称性，可以在晶

体能带计算和表述中把第一布里渊区分成若干个等价的小区域，

只取其中一个就足够了。区域大小为第一布里渊区的 1/f，f 为晶

体点群对称操作元素数。如三维立方晶体 f = 48。

不可约布里渊区中的k 点不能通过对称操作相互得到。布里渊区

其它所有的k点都可以由不可约布里渊区的k点的通过对称操作得

到。利用不可约布里渊区，可以大大简化能带计算。



P

P’’

P’
kx

ky

以二维正方晶格为例，二维正方晶格的点群是C4V(4mm),所以，对于一

般位置 P，在简约区中共有 8个点与 P点对称

相关。在这些点，电子都有相同的能量

En(k)。因此，我们只需研究清楚简约区中

1/8 空间中电子的能量状态，就可以知道

整个 k 空间中的能量状态了。我们将这部

分体积称为简约区的不可约体积。依此类

推，对于立方晶系的 Oh(m3m) 点群，只

需研究 (1/48)b即可。大大简化了计算工

作。
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对于一般位置 k ，简约区中对称相
关的波矢量数就等于点群的阶数。但
若 k 在简约区中的某些特殊位置
（对称点、对称轴或对称面）上，即
在晶体点群中，存在某些对称操作，
使得

k=k 或 k=k+Gl

这时，简约区中等价波矢量数就少于点群的阶数。在二维正方晶格
的简约区中，k有以下特殊位置：
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简单立方晶格的简约区中 k 的特殊位置：
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面心立方晶体的第一布里渊区: 如果 fcc 的晶格常数为 a，则其
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4.6  能态密度和费米面：

与孤立原子中的本征能态形成一系列的分立能级不同，固体中电子的能

级非常密集，形成准连续的分布。这时像孤立原子那样去标注每个能级

是没有意义的。为了概括晶体中电子能级的状况，我们引入“能态密度”

的概念。这个函数在讨论晶体电子的各种物理过程，如输运、发光等时

非常重要。费米面是固体物理中最重要的概念之一。在自由电子论中费

米面的重要性在于：只有费米面附近的电子才能参与热跃迁或输运过程，

它们决定着晶体的各种物理性质。



一、能态密度定义为单位能量间隔内的电子的状态数
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dZ为能量在 E－E+dE 两等能面间的能
态数（考虑了电子自旋）。
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此：
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1. 自由电子的能态密度

在 k 空间中，能量为E的等能面是半径为 的球面，

在球面上
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和自由电子态密度相比近自
由电子的能态密度发生了明
显变化。

受周期场的微弱影响，近自
由电子的等能面偏离自由电
子的球形。并受到布里渊区
界面影响



考虑周期场的影响，在近自由电子情况下，周期场的影响主要表
现在布里渊区边界附近，而离布里渊区边界较远处，周期场对电
子运动的影响很小。

从原点出发，等能面基本保持为球面，在接近布里渊区边界时，等
能面开始向边界突出。

2. 近自由电子的能态密度



周期场的微扰使布里渊区附近界面内的能量下降，而等能面的凸出正意
味着达到同样的能量 E ，需要更大的 k 值，当能量 E 超过边界上A点
的能量EA，一直到 E 接近于在顶角C点的能量EC （即达到第一能带的顶
点）时，等能面将不再是完整的闭合面，而成为分割在各个顶角附近的
曲面。



3. 多能带的影响



4. 紧束缚下的能态密度

考虑简单立方晶格的s 带，只考虑最近邻的影响：
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带底：等能面为球型，
随E增大，偏离自由电子的情况。
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范霍夫奇点，能量梯度为零
的地方。一般出现在布里渊
区的高对称点



二、费米面

电子是费米子，满足Pauli 不相容原理。在固体中，它们基态
的填充方式是由低能级向高能级填充。

例：自由电子气：
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N个电子在k空间填充半径为 kF 的球，球内包含的状态数恰好
为N，
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几个重要概念：

EF

kF

费米球

费米球：自由电子在k 空间的填充方式

费米面：基态时k空间中电子占据与非占据的

分界面。

费米能EF：费米面对应的能量

费米动量：费米面对应的动量（费米球的半径）

FF kp 

m

F
F

p
v 

费米动量

费米速度量

费米波矢



固体中的两种填充方式：

1. 电子恰好填满最低的一系列能带，更高的能带全部为

空。最高的满带称为价带，最低的空带称为导带。价

带与导带间的能量称为能隙—绝缘体。

2. 除去被完全填满的能带外，还有只被部分填充的能带。

这个部分填充的带也称为导带。这时最高的占据能级

被称为费米能级—金属。



GaAs能带



EF

Aluminum 能带



一价碱金属（半满填充）






